STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZWw 1948-010

De functie T(n) van S. Ramanujan

"Actualiteiten"

F. v.d. Blij




MATHEMAYISCH UENTRUM Bapport 2,7, 1948 « 010 ol o
| 8/15 Nanrt 1948,

Aotualitegiten
20 Wamrt 1948,

De foncltis Win) ven §. Remanmuian: voordrachi dcor B. w.d, Blij.

W&iRﬂ*W&&&n deiden near Homey
Dasr kan vergissing begtaan,
Om in die oude stad s komen,
Houde men slechis de grote bm“

{Bertus Anfjes: Fen voetreis nasxr Re-

Inboud:

« Inleiding, congruenties,

Hodulaire sigenscheppen. 3L
. De coefficlenten in de mechirYesksontwikkeling naar % = o
van modulelire vormen,

« Divichlet reeksen,
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inleiding, gongruenties.

opek de woemtijn in,
laet de karavasn
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{H, Marsmen: Voorschrift).

Ds funetie T (n) wordt voor ieder nabwurlijk gebtal n gedefinieerd
a&a de coefficient ven x™Vin df;émach%waekaﬁntwikkeEing van de functie
xiﬁﬂ ~ x}{1 = 2¥ (1 - x¥) ... . Voor %} < convergeert dit produst.
Het 1ijkt of we beland zijn in een van de verste ulthogken van het
riik der wiskunie, "into cne of the bvackwabers" zegi Hardy.

En toch, alle hoofdwegen in het gebied van de onderszoekingen over
yﬂmadrasiﬁehe TOPHMen en hmmn toagavweg&e«&”funaﬁiﬁm gn Diriohletretksen,
elliptische functies en integralen, modulaire vormen en functles loie
den near deoze getallen en nasy de@funelile %oe,

Zo zullen we problemen vinéen, é¢én b.v. volkomen analoog met het
veymoeden ven Riemenn voor de. j funotie en evenmin opgeloat.

Bij Remsouwjen! 4] vinden we een kleine tebel voor T (m) voor
1§ n§ 30, later hseft Lebmer | 2] een tabel voor 1€ ng 300 gepubliwaardo
fe olteren sven
T(1) = 13 T(2) = =245 77(3) = 252; T (4) = ~1472; T(5) = 4830;

T (6) = ~6048; T (7} = ~1674.
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het vervolg ﬁﬁhyulkw‘ we de volgende identitoiten:
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\M«m Wg, y M, i) ¥ oy
{5 ka / ")“ X : (Buler)
ww—m

vindt men in Har@ymﬁyi”hif ﬁ

M

RMM el qﬁmwa&r haw*gs var T, Franklin/ 4
sn Hardy / 3}

2
. %)
T i-x
;ﬂa

(Jacobi)

Qk gobruiken ws nog 4 w_gw%al noop 160G (2nsY) reep.
&EL% YO (nad) mﬁmiw?&“ vo end koo den door ﬁ@ gom van v*&r
! .

reap. acht drieho

o {iw:na
42 90m van ﬁw*k B

dig In ped o;ggew; {T&‘wm

il @f yan L rég bRl ;@
Enkele aigenschappen van ‘L {2} zunnen oot hehulp ven dbovenstasnde
identitelten bewijzen,
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Hierin noet gasommeerd worden ovar alle g }x?%;) met a2} Vﬁ)%} i

F’i‘a,‘; ) ;iy'@#‘@'ﬂ} ® O, 1, 355 {rmod 7 dus ﬂ,o«/‘;ﬁ{?e 1, 2, 4 (mod 7). Alp

ne oz, I f leed 7Y 18 duw rigs Otmod 7) en dus elle voorkomende o, mU
; J
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(Ramsnuien, % {in anze g2valtew 1s "=t restayubool i jm} )
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iv). Ws noswen nog owele eeavondize cong

g SR

“F o - LN 4 - { y ) - " :
T{n = BOPES (tmod ¢ o1 unavan, Bembed
T{) =g, (v (mod 2 Y u wnavan Hawbab [

L
T ”‘*m + KiGe{n) med Y% kw2 oels nau, 1 (mod 3), X = 9 ala
nE 2 (med 1) Bawbhaa, Chowle {47

o ’m ’ ;’MM - Ay lod fmed &'} fn,5) & 1 daibeh, Chowla [ 4
Tind: n's {(8Y ‘med 377 ), Ramvan, Chowla w:.‘,

Lin)z nig (nj (med 5 " Y Sambeh [ 1: :
B{ndan<i (ny (wod 7)1y Guptu i' J‘.;; f‘an anathan J& Wilton ii’eﬂ
b ;;,;x;;f; ;"3 (mod59)), S[ecwzclan (1, Lebkmor Y

-

wahivy w heaelt cnlangs avet natiseh Dagescrn? welke cougruaniiag
over T {m al te leilen ot
var de moduvlieire veornen, nosld we dis bl 'E‘:;:»“"‘«}‘;‘:mﬁn,ﬂf 4 ] vindexw.
Lahiri publiceert een lijist vanf 7/ mwrwmmm gomg ruar ingse-
wugmm, poms manvoudip, we gever een tweetal veorvesldan:
‘Wm nin)  (mod 27 3 5)

I ult ceu reexn adentivel tazx uit a= theorig

F3 - 5" [ e * -y -
RLBALEA Tn) S bgk Gre fny o4 273 h‘i“ﬁ*x & 2719 <7 {w -
e B ] BOURIAS Tov BIGT Tn)y - A4 67 ‘{M ;‘ i nod ‘:’J b 7,11, L:,69),

*’)nkmga vord ?».«;vg;“mx; Eij aen aumericke berekening det de DZsve ooef il
4,»1

i 4 S -
Ling van o toer¥itext ... Az eosrwte cosfficient in,
S
d;m gggm.if&;. asn nul wordt. Dit stelds y,mmmxi _‘2; vaoy de vrasg of er

'

#Te

awp

sond san getal ¥ begtaat zet ' TNY @ 0, Het kleinste gotal mat leze eigen-

aalap west een priengetal zijs, Lenmer bewees dat dit priewgetsl minetens
» 2,316,799 moet zijn, met ds "aleuwe” gongruentle T (n)® n"ﬁ“{n} {mod 9)

e

P volgt echber dat ook voor dit getmel d= 0 (M} & 0, Met de formules van
Slariri zouden we deze grers w0y wel ecnTlink” oind kunnen verhogen,
Qp zich 2ell is dit natuurliii vrij ziolocs, :;mm deze \on‘gme il
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het
Yelreikkingen ons niet m% middel aan de band kunnen doen om te bewijsen
dat al dan niet vour alle n geldt zix)¥o , Vermoedelijk sullen dispergaand:
theorieen gebruikt moeten worden,

¢ 2. Modulaire eigenschappen.

*Stringe in the carth and air
Meko musiz sweest,

Strings by the river where
Tho willows meet,

A1l softly plimg.

With nead to the musioc bent,
And fingors siraying

Upon an instrument"

{(James Joyce: Stringe in the Earth)

AT .
We sohri;ven X= ¢ Tsm veronderstellen G'Ma{'c),wa . Met de getallen
% (n} van vemanujan hangen samen:

de wachtresks { 3
F oty x™oxf )
é_i Dirichletreeks (Ramanujen{ 1] ; Mordell {1}
. o P -$ =25
o R LT - ek w}
De funotie Afr)es? “'{ﬁf‘m{““”}} hangt met de
¢lliptisohe functies ‘

wir ¥ w3 R | /A | ¥
1%.-.{ PFI40 7 Ty YRT ] e bo 2. ;%“‘T}

d i j

.y . 4
I} ! m e ! y
0 437 Ty {3*50?2%.{»;1 j= mzf;./% N

f ‘o )"14& ‘* 3 ) “’1
door de fourmule: Al "t) StLy /gx ""‘ﬂ?f}' 43 samen
Uit dems Covmule volgt det ;;‘gl/’f‘ w:} v a{Z‘) en dat A ;’ T W’['M a{’;;}
Dare Vwee substitulive drengen de mcdulaire groep voort, d.i, de groey
van alle subastituties 53‘.""‘"“"33 met genele a, b, 9 =2n d wet ad - bo = 4,
We vindon dua € ﬂ!“’t:’”b oy M}Mﬁi“?‘)
- ) Lldy il IO A M !
& ¢ m’d} B -

De funchie 4ff) ie ven moduleirs vornm ven de dimensie ~12.

{Een anaiytiecke functis ¥ van 77, die in het halfvlak 3{”{}}?0%1111111{11?,
“en op polen ma regulier is, hoet, een modulairs vorn van dimensie k, als

&,
)

'\mm‘aﬁ&l@ gehele gubnitituties ?l,“, 4d!met ad - tec o 1 geldd
i

™ A g,(mb g‘g"mﬁf ﬁ‘? |

eTHa)”
Met behulp van dezs eigensohep bewaus Mordell [ j dat

Tlma)=TlfTfr) @6 (mm) » 1 an
TP s CINTH™) - p" T/pt)
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"Als we invoeren ¢40 9’ = & ’6 ’E‘&,\’ kunnen we de laatete formule ook

schrijvan als _m g‘r o, ] PR
. {:{ .L }:z tg i B p 5
Hu dowt zich als van zelf het prob laem vnorv ie de hoek U "Ji.ateeﬁa recel?

d.W.%. geldt voor alle p dat gwﬁ;&g% ?
Nit vermeeden van Ramanujen is nog steeda anbewezen, het Liijkt wrij
diap te 11%911. Het besie wat in dese richiting bekend ip, is dai

u.‘*} {“‘" } s Ra.nkingg} + we komen hier direct op temso
., - .w--g/&% L
Uit de hetrekking .-M “"m C’I"ﬁ%} &7 - voigt dat het gedrag

van A{Y }in net pant T« W’g weh gehele rationale p en g nauw samen hangt

met het gedrag in het punt T = 0. Tekenen we de fundemeniaalgehisden woor
de groep van de-modulaire substituties den komen spitae P“ﬁﬁ%mg de:;aqg o

bleden in de rationale punien wit, FTen modulasire vorm, : &

#ﬁ e . Lo @elijk is aan npul heet een "mpltzenform", De theorlie ven
4deze Ygpitzenformen® is van groot bhelang in de theorie van de moduleire
vormen. Dit bliiky uit emkele stellingen, die we hier als vocibeelden
noemens (Hecke [ 4,5))

Deor van een modulaire vorm van even dimensis -k een met een geschikt
gekogen consbante vermenigvuldigde Fisensteinreeks al te trekken onk-
gteat een ®"Spltzenform™, :

Er i masr <én %isenateinra%s wan even dimensie ~k¢ =2, te weten
A S el Y o Ca
f;‘}’kﬂf} ..t:%;’{ 0T 4 ’753 - ,;A&: ’Tiﬁk Z‘i““qiag é‘) ¥

32 ) .@_il“*
‘.M Q{k» 2 ‘gfk} {ﬁk*’f {K}

Voor ¥ = 2 en oueven k gijn sr geen mad?illaim vormen wvan dimensie -k,

Voor k= 2 (med 12) k314 sijn ev p;eciea! !“1 Lineaiyr onsfhankelijke
) mmmla.ire\ vormen van dimensie -k, voor k@ g {(mod 12) en k¥4 zijn er pre~
plus 1 . {Feldmenn m:} 3

Uit d%a atelliugen leiden we direct af, dat oy geen “apitzenformen™
van sven dimensie ~k» ~12 bestaan, Dag is impers ledere modulaire vorm
op sopn Yachtor na gelijk aan de Bieenstelnreeks, die geen “gpitzenform® is,
Voor K = 12 18 er &dn "spitzeaform". Deze hebben we al ontmoed, het i de
functie &ﬁ”} » D€ getallen"iﬁ"g“*ﬁ)zijn dus de coefficienten van de “agpiftzen~
fora" met dimensis =12. ’

Br is geen “spitzenform" vao dimensie -14, er is er wel weer $één van
dimensie mﬁ, efc, Voor dimensie ~-24 bestasn twee "gpitzenformen®

?’m aﬁ A &Mmq T 0 etminy
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§ 3. De_coefficienten van de mmohtreeksontwikkel o gamsr via

modulaire vormen,

"Boven dit amdalcmx nOOTas:
een blauwe vogel, af en aan,

In de ceuwige woestijni:
ean karavean,

(6. Achterberg: Bolerc van Ravel),

Hoowel de modulaire vormen wet niet negatleve dimensie elgenlijk bul-
ten het onderwerp van vandaag staan, wil ik tooh ilets apmefkan over de
resultaten, die hier bereikt zijn, Een bekend voorbeeld van een modulairs
vorm ven positieve dimensie hangt eamen met bt asntal partities van een

getal n, oo
Z ‘}\,{m) Xﬁf-": F(’“‘me’
Dit ie niet preagsgr een wmodulaire vorm, maar voor de funoctie

'\\(l‘) sl ﬁ' [h--c"m“)
geldt de formule: (Rademﬂer [ 1})
at

"‘l{cua) =¢ fered) me)”
wasrin & een senheidswortel is, die slleen ven a, b, ¢ en d afhangt.

Yoor de getallen p(n), die dus nauw sanenhangen met de ocoefficlsnten
van dege "modulaire” vorm van ﬁimensiai , heeft Rademacker [ &, 5] de

volgende convergente reekmontwikkeling gagav

flng= Aok [
Wi a:.:{%m T /
C:&%kﬂ Ak{’&)ﬂzv. Wy ) U"g;gw;.

B alle
. Voor de expilmiata u:itdmm(ing wn% kxVerwijzen we naar Hardy-Rasanujan

f@ §» Rademackern 3}

Om @eve formule te bewijzen gebruikte Rademacfer een omvorming vax
het bewijs van een asymptotische formule voor pim) van Hardy-Remanujan
[4} , dat werd geleverd met behulp van een Farey verdeling en een passend
gekozen Tauberstelling,

Door J. Iehner [ 1) werden eveneens convergente reeksen afgeleid
voor de getallen p, (n) en py(n), 4.1. het asntal partities in pw:&ﬂw&
getallen van de vam sdti en sdag TeBp.

| @




. Eon overzicht over de recente litevatuur over partities vinden we bij
Kloostermen [2 ), hier stasn ook congruentierelaties voor de p(n), zoels
-ge voor hel eerst door Bamernujan gencemd zijn, vermeld.

Algemenor zijn de stellingen ven Rademsoker-Zuckermen 9/

oveyr moduleire vormen van positieve dimensie, OUnder enkele glgemene
voorwaarden, als regulsr-itelt van de vorm, wordi een convergente reeks
gevonden voor de coeffigienten van de Fourier ontwikkeling naar 77
{teurent ontwikkeling naar x). Deze reeks heeft termen, die opgebouwd -
aijn nit Xloostermansommen en Besaelfuncties Im + ~

ervolgens iete over modulaire vormen van dimensie O,
Bigenlijk zouden we hier pas iets over mogen vertellen alg we de modu~
laire vormen ven negatleve dimensie beasproken hedden, De vormen van
"dimensietizijn n.l. mowel met methoden, die oorspronkelijk bedoeld waren
voor positieve dimensie, als zulke voor negatleve dimensle, behandeld.
" Voor de coefficientenl, ven de absolute modulaire lmvarisut (modu-
laire vorm van dimenpie nul) -

[H.?éaiﬂ"i{wj)c “7? amit e awiaT
/2 4 - .
ok X T 1-x~)¥ s *’Z’g""*ﬁ

geldt ds vnlgande convergsnte reekaentwikkeung, voor n)’!,

Ak‘m} 4T V-"
e W K I/{ k )J
waarin Ak( een K:&oosta angom ie: ‘
{nhe R | j
. Aklﬁga e v hh ﬁf«d{mwﬁk)
en bovendien geldtd: é = LY
. Peterson 1] werkte venaf de modulaire vormen van negatieve dimensie,

H. Ra.demacﬁerg 6 ?J vanaf de theorie van Bademaakernzﬁ,wkemnﬂ 9] over
over vormen met positieve dimensie. :

Het wordt tijd, det we tot ons oorgpronkelijke onderwerp terug keren,
de modulaeirs vormen vaen negatieve dimanaie..ﬂu zijn voor de Fourier
goefficienten Cy in de ontwikkeling naar £ sohattingen van de gm@é‘le
orde bekend, We lopen even. de gasahiedania door: In 1927 bewees Hecke
fﬂ dat de getallan o VOOY ee modulaire vorm van dimensie -k de
aadmte Conpmm ”‘35\}—{ 0{ 3‘ (k1) hebben, Hierin is S(n) de

som ven de singuliere reeks bihorende bij de beschouwde modulaire vorm,
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»  Weo richien mu verder specisal onze belaspgste
Hecke [1} bewees in 1927 dat voor :‘apitmnfcn?(em
Kloosterman {:1,} bewees in 1927 det Cu= 5.}{}‘ ”3
Uit het werk van Devenport [1] en Jalia{ 1/, belde onafhankelijk wan
elkmar in 1933, volgt Cpye Q(fa“‘“?*&) bk
Tenslotte beweena Hankin { 17 in 1939 dat Ca4= O/ 0 -f)

Wat betekent dit voor de getallen mj? Wo willen eerst heel elementair
de seer Tuwe schabtting T{M}mO{M ?) afleiden, Uit de definitie van T/‘“,‘

volgts ZT{M))Q’“% %f%{ﬁ”h{amﬂ)xi‘%[ﬁﬂ) }6
dus T“ﬁ %Z(ﬂ}“ﬁ%*“"’*m‘&(}m,ﬂ}{ﬁ“M* f) - “‘“'zﬁi@-wj

waarin de som uitgeatrekt moet worden over alle oplossingen
%mnl'&a*f‘f N EERRE ! Na[’ﬂgﬂ) = N -/ of te wel
LYY e -t{'wﬂf‘wﬂﬁ .,
Fu 1 dit asntal oplomeingen gelijk aan /@‘3‘3 ( N, wmin/l.u 1 voor on-
aven N, voor deze oplossingen is steeds (AN 44 )M en dus ’
| T(Yi< s (W LF ekt )t
Is ¥ een oneven priemgetal dan volgt in het blmmler]’l"( ‘Hj 4&" s X/ o

Hisruit volgt direct T [4\)”0/:\ \

Veel acherper schatitingen vinden we als we gobrulken dat de getallen’lf{m:
de ocoefficienten zijn van een "spitzenform® van dimensie -12, Hardy bewees
in 1918 al dat 7 (n) = 0 ( fx\‘ ), wat ook uit Beoke[i] volgt, Uit Klcos~
terman { 1:'3 volgt 1’;:‘@:0!:;\ “G+ ﬁ*) , uit Bavmporb[ 1] en Salis [1]
volgt T{,\):gm"ft*m . We noamden reeds het best bekende resultaat
van Rankin [1) : ’E[ra)m()(mmj |

Hel vermoeden T{m)= O{m %*‘J‘ van Ramamijan is nog steeds onbewegzen,
' Dit kom% neer op wen schatting £ ﬁ(}{m’% ‘ﬁ"‘s voor de coefficlenten
van een "apitpenform" van dimensie -k,

+&

Indien wo a’callﬁn’nx}' 1:2'_'.'_ ’l’im) » waarbij het acocent aangee®t
1]
dat voor gehele x de la.a.wta%em met de factor % moet voorzien worden

vinden we ijmxéz%gﬁ Im { i {m@%

(HMy [2}). Verder is bewezen Tk)-m C’ﬁx %’j (Rankin [ 12’),
In een ongepubliceerd onderzoek is beweszen dat plet galﬁtﬂ‘g)ﬁp{xas )
Het vermoeden TZ&)»» 0{)( % "% is nog onbewezen,

' e vermelden nog 't‘.j%ugﬁ* el ~+’i'fm§l‘"m wm’i,’ﬂﬂhm* *‘}
(Ramkin [1]). o u
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" § 4. Dirichletreeksen.

"Midden in deze woesteni}

van zon, steenen on droog gewas
gie 1k 0p eens mi)n elgen land

- onaangetant door dese brand:
bleek wator, mlet over de wei,
zi¢ ik hoe koel en zacht dat wea'

(M, Vesalis. luohtepisgeling)

Uit een algemeno theorie van Heoke (4), te weten die van het gedrag
van wmodulaire vormen onder bepaalde operatoren 7T m? kunnen we enkele
merkwaardige resultaten lichton, We gebruiken de stellingen 16, 24,

27 en 28 en vinden: (verg. Peterson [3]).

-5
Beschouwen we alle Dirichletreeksen ‘-f’ff‘}“z-cmm die voldoen
san, bilj veste k=4,
, )
1), (o-k)¢fs) is 4én genele Punotie van eindig geslacht,

ii). (,i}(;":}voldaz{at aan de functionaml vergelljking
.';TK / \
R{s) w(=i) Rik-s) wearin
Risatax)™ I (s) (s . |
Br i1s steede minstens =en functie g{:i"::’tt weten {;/S)« E{Sm}(ﬁ-i;

fa) o S ™) '
gl-&; Tl

Dezw Jf) heeft 1ij B » k een pool van de serste orde,

Andore oplossingen, die we dus bi) @ = k regulier mogen verondsrm
stellen beataan slechts alas k = 12 of k316, In deze gevallen is er
ook steeds een oploassing, dle in 8 = k reguller is en een Fuler-product

* ontwikkeli N §C o fn ~f Cn
-wn eiing ?5’3@{!“6?%& a‘#’i"(’N) - :;T"

beszit,
De Dirichletresksen behorende bl) de funoties
. e - 'f\ 2 £ F K
g .: 5 dh} ‘mp{rv) 1" w’%h,&,ii’le
hebben steeds eesn Euler product van de beoven aangegeven gedaante,
{ Qﬁr} ig de im § 2. pagA gedefiniesrde Eisenstein reeks

&:«%g i N *.r'm} ” )
e ontW%ikkeling woor Aﬁ"g elyg eesn Fulerproduct werd door Hemenuisn [ ﬂ
vermoed en door Mordell [1] vewazen, (peg. ¥ ).

Door lineaire combinabies te vormen van de funoties A“{'i’,’j en
.@{f}{gm{t} kunnen we twee modulaire vormen krijgen, waarvan de toagevoegde
Dirichletreekeen een Eulerproduct ontwikkeling bezitten, De coefficien.

/ ten van deze linesire oombinaties zijn getallen uit hed Mahmxf l%:&g‘

TJ




*10=

* » dat uit het lichasm van de rationale getallen ontstaat
- door adjunctie van de wortel uit het priemgetal 144169, (Heoke [ 4.5})

Uit de formul Com -5 4 k=2 8\
. e Z:.%?ﬂlg/l*%t +§ |
volgen direct de formmles

a’&\ﬂ» =l L als f“lm)"l
q‘a =Ch q,(u-.:) ﬂuk" 6+t>l-1)

of samengevet C_mc* m% C(‘%)Akﬂ

In het bijgonder voldoet de Wisoba functie
TR

dus aan de funotionaal wrgali:jkingn

T'(8) Pl <) " Tra~s) Pla-s)

De Dirichletreeks convergeert ale R{s)>4 , zoals uit de schat-

" ting 2 ‘Z:‘t[m} = 0()(”‘) volgt. Voor R/s) > heeft (}{&;hmm nul-
punten, afgesien van triviale nulpuntem liggen dus alle anlpunten in de
‘ strook # € R(JE & . We Xunnen nog bewijzen dat geen nulpunten op de
lijnen R(s) =¥ en#} liggen{annkm [4)jen aat or cneindig veel op de
reohte R(s) = 6 liggw{wutan I 1]) . Het vermoedsn dat alle nulpunten
van %)op de rechte R(s) = 6 liggen is niet bewesen.

Tot slot van dexe § schrijven we mls losse opmerking de formule

‘Zj_?: () ausﬁ -.-.-(m}’? I'{ %“&ji T

! (S"*MR’

2
y %

(Bardy [3].

§ 5. Eyen kwadratische vormen met determinant 9.

Je trlne dans 1'asur comme un sphinx inoompris;
J'unig un cceur de neige & la blancheur des oygnes:
Je haisle wouvement qui déplace les lignes,

Et jemals je ne pleure et jamsis je ne ris,

Tes poetes devant mee grandes attitudes,
Que j'al 1l'air d'smprunter aux plus fiers momuments,
Consumeront leur- jours en d4'austdres dtudes

Car j'ai, pour fasciner ces dooiles smants, ‘
De purs miroirs qui font toutes choges plue belles:
Mps yeux, mes larges yeux aux olartés éternelles!

(Ch, Baudelaire: Les fleurs du mal: La Beauté)



Laat Q(&,&,«- - x;,) een kwadratische vorm

3
RPN TP 7R P R R met gehele coefficienten :i;,} gijn, Ve de-
finleren een theta reeks >
@) S & T Aming)
)
N %””"‘“f
De worm 2 wa, ..... ,fm{) is te .schrijven als 4, «mf‘f:a,,&mm",f%«qf amnores

waarin de getallen{, even zijn en de getallenaygeheel, £0'n kwadra~
tische vorm heet een even kwadratische vorm, Het gedrag ven dese theta-
reeksen onder modulaire substituties is onderzocht door Schoenebergf 1] en
(voor iets anders gedefinieerde g functies) door Kloosterman [ 3] .
Het blijkt dat als T even is er een N is te vinden zodet onder slle sub-
stitutie {;g—}g é‘:}' (mod W) de o funotie een modulaire vorm van di~
mensie - i f ie, Het kleinste getal N dat hieraan voldoet noemt men wel
de trap (Stufe) van da»B’ functie (e.v, van de kwadratische vorm), Op een
eventuele factor 2 ns, is deze trap gelijk san de grootste elementaire
deler van de matrix A m{a ;3) behorende bij de vorm Q, Het zal dus van
belang zijn om die vormen te bepalen waarvoor % ={ . Dese hangen nauw
samen met modulaire vormen ven dimensie -} f, Een nodige en voldoende
voorwaarde voor het bestaan van even kwadratisoche vormen met determinsnt
1 i8 £=0 (mod 8).

Ben door Korkine enm Zo tamszf 1] gegeven voorbeeld vam zulk een vorm
luighs Q@ = Les ?‘f:. + ( & "'t-) = AXyXa2 Ao Xp

Alle even kwadratische vormen in 8 varisbelen met determinant 1 =ijn
door gehele rationale substituties in elkasr over te voeren (er is maar
één klssese)., .

" Bet mantal manieren waarop een getal 2m door zo'n vorm in 8 verisbelen
voorgesteld kan worden is 240 G3 (n},
Er zijn twee klassen van @en kwadratische vormen in 16 variabelen met

determinant 1., Vour iedere vorm Qfégaldt evenwel dat een getal 2n op
480 (; (n) manieren er door voorgesteld kan worden,

We willen even algemeen proberen ilets te zeggen over het santal op-
loesingen van de Diophantische vergelijking m,aQa‘t{x,‘,m..‘,,x&L) 3 d.d,
het mantal representaties van 2n door de even vorm 2{(g) wmet det, {.

_ Omdat we £30 (mod®) veronderstellen is de funotie (t ,Ghl) een
modulaire vorm met dimensie --}{a-»gyg o Door ven de® functie een
met een geschikt gekozen constante vermenigwvuldigde Eisensteinreeks af
te trekken verkrijgen we een “"spitsenform” (zie § 2, pag 5)




I
We zien dilrect da'h

o =
8, {TaQﬁ) ‘p{ 2) {(%) G‘ri (T) "9’?" (’?&t) PW)%—G‘ -:®K

aan apitzenform ven de dimeneis w3} ig,

Masxr we hadden geszisn in § 2, d&t er woor Jfff.ja.. y 4.1, voor ‘Emz

goen ‘*:spitzanfumen" van dimensie mt-%bea'bonden@ Deze fw:ctia moet dus

identiek nul 'Pijn, 5’ 132{;%111!@ van 6@ coeffinlenten '}‘mx in de

ontwikkelingen van ’t" en z} voor 1.2 geaft
ne #) e 5@ G, g(2) =28

de boven vermelde resultaten,
Wsor«e = 3 hegteat er &én “mpitzenform® van dimensle =12, te weten
A(’I‘} » Voor iedere even vorm 2@3@ ‘met debi  geldt dus voar
het aauntal meanieren waarop 2n doory deze vorm is voor te atellsn:

o {m oy} Tész;a%‘“(m} + €. Tfn)
. Kiezen we voor Q%[x,,.»..xm) de vom@,,{x,r..-*,x% Qa’%_“ @}ﬂ%{x’ — %}
+b?g(¥;?,. .-)Xm‘) deg vinden we door substitutis ven n = 4, uit

3,240 w ZEE e

dat ﬁai%%%‘f? en dus G?{m,!,?;;) hfs’m LT, Y + 434 o

Opmerkings Hisrwil volgt dss ﬁmwmim)d»mama Tinl w o (mod 691}
d&-wjg‘e qu’m\ ";ﬁ m m‘& \,mOCi b?’h{

Uit de algemens theoris van dg kwadmtische vormen van Siegell 4/
! volgh dat or twae vormen o an{;{gﬂ moegten beata&n; zodat 2~ de vorm
_even 1s en dst, 1 heeft wamrven de bijwhoran&e v reoekepean linesir one
afhankelliik =ijn,. De *‘9 reeksen ﬂ?‘{t ,(&ﬂ; S oen & {’I" lzf%m zijn lineaiyr
squivalent met ﬂm@ en 6T , Als &gz‘ (n) en @3, (n) d» biibehorends

santal “epreaenm*sina van vmrstﬁi’en bestaan or dus gleeds getallen
Y 38

}ag/w 2, ¥ zodat {m’sa }g @%@@} op i am, f}
| | ey = ﬁmi“” S Wl (N

5. Biverse opnerkingen,
"Beaux olgesux dvapords
Ile ont &té au présent
Ceel entre paventhdses.”

(». Blnard: Poémle ininterrompue)

Neagt de gewone yfmetiw kunnen we oak;*&' functies met bolfuneties
beschouwen, ( Sohoeneberg [ 1], Heoke[F I )
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waarin Pg{'!u) een bolﬂmctie behorende bi} de kwadratische vorm Q:m van
de graad k vooretelt,

Deze wi; Tunstles zijn modulaire vormen van een zekere ixap van dimensie
~f=% . Eiezen we in het bijzonder datze«é en 2P is de even kwedra~
tische vorm aet determinant 4, den i
,3’(” Pg Q,) een modulailre vorm van dimensis -3.2. {trap 1). Men
kan bewi;} zon dat voor k> O de "3’ fanctie met bolﬂmctie?k gteeds een
*gpitzenform® ip. Hieruit volgt dat @’[‘L‘ ?,9* Q@) op ean counstante
factor ne gelijk im aan A{Z‘} Deze constente factor 18 niet nul enm ken
due in Pg opgenomen worden, We vinden dan een formule
Tl 2 Pplangesc m 4 + wesxin gegomneerd moot mrdem oyer slle
gy pugmes (Dol tge n,

Een naywkeurige anslyse geeft (Hecke [ 9 J pag 86«89,) als

2@5(73 sth} R o KnAls de even vorm met det, % voorstell: en

Ag{&c&)ﬂz Q“,X.y,vi de formule
T{m}“ T [Z:, Ag{mﬁﬁ.} ~&4fom *U‘“ta}]

IT, Basal de modulaire vomen van trap 1, zijin ook modulsire vormen van
hogere trap reeds uiltgebreid onderzocht, We vermelden esen resuliant dbe-
trekking hebbend op trap 4. Laa’t;zw én het asantal oploseipngen in gehele
rationsle gatallen ven Kidlghe - <on 3235 m v betekemam- Dan geldts
Myf -
’Zz&{"‘s’“‘r ey e M2 {f") ‘3"@’?{@“5‘3?{*‘“}}

hievin is ’Z’(&-g« m} ﬁ,ig»ge ele wearden van k en 1. vewe
q; [63=T5{m}  els n oncves is; | |
f{n}w {som ven de 1ide machten van even delers vas n) - (som van

do 1i1de machten von oneven delers van n) alg n sven ie,
’Rmnu;ganz il hardy[ g)

ITI . Q een qu&ﬁ'f*atiaohe vorm in 24 varmheipn 2ijin met determinant
t‘g ‘en trap g (g is oneven priemgetal}, Leat Q de primitieve geadjun«-

geerde ven Q zijn, d.i, de gewons gesdjungeerde gedeeld door &e G,.G,D,

van zijn scefficienten, Dan geldt de yopmerkelijka atelling

(.Hebke [5 7 peg 9%)

Q> "afn, lv.Ma!fmg@(:?*}«(Hq )é{"’-;'}ﬁ wlo) v, Tw)
ﬂ a{'m QT+(P; a’m?,f)) m(l*i-q“ ) 55‘5’!&,&‘.{%}4‘“‘% }

(a{m,Q) stelt weer het mentml representaties ven m door de vorm Q voor)

Y



ol

IV, Br is een Vepitzenform" ven dimensis -2 - d¢ trap 41 te weten

L “j.(t‘)’ Vﬁ(’nu A{HT)“@ X"?K”m)’;& ‘f'zxvﬁrﬂﬁgqﬁw;‘ R . v 5';‘**;- O,Aé’i' b s s wea, |
Er zijn drie klsssen van kwadretiache vuvmes o’ Uaherminant 121 en trap 11,
(Hecke [ 5] peg 116/7) - TR

e
M immer belijd ik mijn dwaling, mijn swak,
ynor Jdegen Blinden munr zal ‘k blijven kruisen
Pot ot eind Ser wereld met mijn trouwe wrak,
¥narop draoe sale masten: galgen? krulsen?®

/

7, Blanerhoff: Be ontdekker)



§7.

Onderstaande literatuurlijst is,vooral wat publicaties van voor 1940 betreft,
onvolledig.we verwijzen in het bijz-nder naar de literatmuropgaven in de
"Collected Papers of &.damanujan”,“ambr.U.P,1927 an Hardy [ 3

o »

o Over pariities yindn men een recks literatuuropgaven bij tlardy wright
6 en bij Kiloosterman /2] Voor isder ecitant is het no.van de § vermeld,waar=
op het artikel in het bijzonder betrekking heeflt.
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